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具偏差泛函微分方程的正周期解
＊
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摘　要:考虑如下的一阶泛函微分方程
u′(t)=a(t)g(u(h1(t)))u(t)-λb(t)f(u(h2(t)))

其中 λ>0是正参数 , a(t), b(t), h1(t)和 h2(t)是可具有不同周期的周期函数。利用锥上的不动点指数定理 , 通

过讨论 f(u)/u的渐近行为 (在零点和无穷远处)与参数 λ的区间之间的关系 , 得到方程一个正周期解的存在

性 , 两个正周期解的存在性以及正周期解的不存在性。
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1　主要结果

设 pi(i=0, 1, 2)是有理数 , p是使得
p
p0
,
p
p1
,
p
p2

为正整数的最小正整数 , T>0为正实数 。考虑如

下的一阶泛函微分方程

u′(t)=a(t)g(u(h1(t)))u(t)-

λb(t)f(u(h2(t))) (1)

其中 , λ>0是正参数 , 其余函数约束条件如下:

(1)a∈ C(R, [ 0, ∞))是 T-周期函数 , 且存

在 t1 ∈ (0 , T),使得 a(t1)>0 。

(2)b∈ C(R, [ 0, ∞))是 p0T-周期函数 , 且

存在 t2 ∈ (0, p0T),使得 b(t2)>0 。

(3)h1 , h2 ∈ C(R, R)是 2个周期偏差 , 周期

分别为 p1T和 p2T

(4)f, g:[ 0, ∞)※[ 0, ∞)连续 , 且对 u≥ 0,

0 <l≤g(u)<L<∞, l, L是正常数;对 u>0,

f(u)>0。

为方便起见 , 记

σ =exp-∫
pT

0
a(t)dt

fα:=liminfu※α

f(u)
u
, f

α
:=limsup

u※α

f(u)
u
, (α=0

+
, ∞),

M(r)=max
0≤u≤r

{f(u)},

m(r)=min{f(u):
σ
L
(1 -σ

l
)

1 -σ
L r≤u≤r},

B1 =
1 -σ

l

∫
pT

0
b(s)ds

, B2 =
(1 -σ

L
)
2

σ
2L
(1 -σ

l
)∫
pT

0
b(s)ds

λ01 =
1 -σ

L

m(1)σ
L∫
pT

0
b(s)ds

,

λ02 =
1 -σ

l

M(1)∫
pT

0
b(s)ds

显然 , λ01≥λ02 >0。

本文的目的是讨论
f(u)
u
的渐近行为 (在零点

和无穷远处)以及与参数 λ的区间之间的关系 ,

使得方程(1)不存在正的 pT-周期 , 存在一个正的

pT-周期解以及 2个正的 pT-周期解。具体叙述

如下:

定理 1　假设约束条件 (1)-(4)满足 。则在

下列情形之一下 , 方程(1)至少存在一个正的 pT-

周期解。

(1)f
α
<∞, λ01 <λ<

B1

f
α(α=0

+
或 ∞);

(2)fα >0,
B2
fα
<λ<λ02(α=0

+
或 ∞);

(3)f
∞
<∞, f0 >0,

B2
f0
<λ<

B1
f
∞;

(4)f∞ >0, f
0
<∞,

B2
f∞
<λ<

B1
f

0。
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定理 2　设方程约束条件(1)-(4)满足。

(1)若 f
∞
<∞, f

0
<∞,则当λ01<λ<

B1
max{f

∞
, f

0
}

时 , 方程(1)至少存在 2个正的 pT-周期解 , 且存

在充分大的正数 c1 >0,使得对 0 <λ<
B1
c1
, 方程

(1)不存在正的 pT-周期解 。

(2)若 f∞ >0, f0 >0,则当
B2

min{f0 , f∞}
<λ<

λ02时 , 方程(1)至少存在 2个正的 pT-周期解 ,

且存在充分大的正数 c2 >0,使得对 λ>
B2
c2
, 方程

(1)不存在正的 pT-周期解 。

在下一部分将给出一些证明上述定理必需的引

理 , 再最后完成上述定理的证明。证明主要是利用

了如下锥上的不动点指数定理 。

不动点指数定理
[ 1-3]

　设 K是 Banach空间 X

=(X, ‖· ‖ )中的锥。对 r>0 , 定义 Kr={u∈

K:‖ u‖ <r}。设 A: Kr※K是全连续算子 , 使得

对 u∈  Kr={u∈ K:‖ u‖ =r},有 Au≠u。

(1)若对 u∈  Kr, 有 ‖ Au‖ ≥ ‖ u‖ , 则

i(A, Kr, K)=0;

(2)若对 u∈  Kr, 有 ‖ Au‖ ≤ ‖ u‖ , 则

i(A, Kr, K)=1 。

我们指出 , 由于 p是使得
p
p0
,
p
p1
,
p
p2
为正整数的

最小正整数 , 因此 pT是方程 (1)正周期解的最小

正周期 。另外 , 方程(1)中的 h1(t)和 h2(t)是周期

偏差 , 可具有不同的周期。由于关心的是方程(1)

正周期解的存在性 , 则若用 t或 t-τ(t)(τ(t)是周

期函数 )来代替 h1(t)或 h2(t), 尽管它们不再是

周期函数了 , 但是本文的结果仍然成立。

本文受文 [ 4]的启发 , 但本文结果涵盖了文献

[ 4]中的所有结果 。对于方程(1)形式的泛涵微分

方程的数学背景及其应用 , 可参见文 [ 5-8]及其

参考文献 , 对于此类方程的其它相关结果可参见文

[ 9-10] 。

2　一些引理

记 X为 Banach空间 {u(t):u(t)∈ C(R, R),

u(t+pT)=u(t)}, 范数 ‖u‖=supt∈ [ 0, pT]  u(t) ,

u∈ X。定义 X中的锥 K为:

K={u∈ X:u(t)≥
σ
L
(1 -σ

l
)

1 -σ
L ‖ u‖ , t∈ [ 0, pT] }

定义算子 Aλ:K※X:

(Aλu)(t)=λ∫
t+pT

t
Gu(t, s)b(s)f(u(h2(s)))ds

其中 , Gu(t, s)=
exp{-∫

s

t
α(θ)g(u(h1(θ)))dθ}

1-exp{-∫
PT

t
α(θ)g(u(h1(θ)))dθ}

对 u∈ X,容易验证 Gu(t, s)的下列性质:

σ
L

1 -σ
L≤Gu(t, s)≤

1

1 -σ
l, t≤s≤t+pT,

Gu(t+pT, s+pT)=Gu(t, s),

 Gu(t, s)
 t

=a(t)g(u(h1(t)))Gu(t, s),

 Gu(t, s)
 s

=-a(s)g(u(h1(s)))Gu(t, s),

Gu(t, t+pT)-Gu(t, t)=-1

引理 1　设条件(1)-(4)满足 , 则算子 Aλ:K

※K且紧连续 , 方程(1)的正 pT-周期解等价于算

子 Aλ在锥 K中的不动点。

证明 　首先证 AλK K且紧连续。设 u∈ K,

注意到 b(s)f(u(h2(s)))的周期性 , 有

(Aλu)(t+pT)=

λ∫
t+2pT

t+pT
Gu(t+pT, s)b(s)f(u(h2(s)))ds=

λ∫
t+pT

t
Gu(t+pT, s+pT)b(s+pT)·

f(u(h2(s+pT)))ds=

λ∫
t+pT

t
Gu(t, s)b(s)f(u(h2(s)))ds=(Aλu)(t)

另外 , 我们有

(Aλu)(t)=λ∫
t+pT

t
Gu(t, s)b(s)f(u(h2(s)))ds≥

σ
L

1 -σ
Lλ∫

t+pT

t
b(s)f(u(h2(s)))ds=

σ
L

1 -σ
Lλ∫

pT

0
b(s)f(u(h2(s)))ds=

σ
L
(1 -σ

l
)

1 -σ
L

1

1 -σ
lλ∫

pT

0
b(s)f(u(h2(s)))ds,

和

‖ Aλu‖ ≤

1

1 -σ
lsup0≤t≤pTλ∫

t+pT

t
b(s)f(u(h2(s)))ds=

1

1 -σ
lsup0≤t≤pTλ∫

pT

0
b(s)f(u(h2(s)))ds

这样 , (Aλu)(t)≥
σ
L
(1 -σ

l
)

1 -σ
L ‖ Aλu‖ , t∈ [ 0,

pT] 。所以 , AλK K。对于 Aλ的紧连续可利用

Arzela-Ascoli定理完成 。

下面证明方程(1)的正 pT-周期解等价于算子

Aλ在锥 K中的不动点。

　　设 u∈ K且 Aλu=u, 则

2
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u′(t)=
d
dt
(λ∫

t+pT

t
Gu(t, s)b(s)f(u(h2(s)))ds=

λGu(t, t+pT)b(t+pT)f(u(h2(t+pT)))-

λGu(t, t)b(t)f(u(h2(t)))+

λ∫
t+pT

t
a(t)g(u(h1(t)))Gu(t, s)b(s)f(u(h2(s)))ds=

λ[ Gu(t, t+pT)-Gu(t, t)] b(t)f(u(h2(t)))+

a(t)g(u(h1(t)))(Aλu)(t)=

-λb(t)f(u(h2(t)))+a(t)g(u(h1(t)))u(t)

即 u是方程 (1)的正 pT-周期解 。反过来 , 设 u

是方程 (1)的正 pT-周期解 , 则 λb(t)f(u(h2(t)))

=a(t)g(u(h1(t)))u(t)-u′(t)。从而

(Aλu)(t)=

∫
t+pT

t
Gu(t, s)(a(s)g(u(h1(s)))-u′(s))ds=

∫
t+pT

t
Gu(t, s)(a(s)g(u(h1(s)))ds-

∫
t+pT

t
Gu(t, s)u′(s)ds=

∫
t+pT

t
Gu(t, s)(a(s)g(u(h1(s)))ds-

Gu(t, s)u(s) 

t+pT

t
+∫

t+pT

t

 
 s
Gu(t, s)u(s)ds=u(t)

另外 , 由前面的 讨论可 以知道 u(t)≥

σ
L
(1 -σ

l
)

1 -σ
L ‖ Aλu‖ , t∈ [ 0, pT] 。所以 , u是 Aλ在

K中的不动点 。

下面的引理 2-引理 5可用文 [ 4]中方法类似

地证明 。

引理 2　设条件(1)-(4)成立 , ζ>0。若有

f(u(t))≥u(t)ζ, u∈ K, t∈ [ 0 , pT]

则 ‖ Aλu‖ ≥λ
ζ
B2
‖u‖。

引理 3　设条件(1)-(4)成立。设 r>0。若 u

∈  Kr且存在 ε>0使得

f(u(t))≥εu(t), 　　t∈ [ 0, pT]

则 ‖ Aλu‖ ≤λ
ε
B1
‖u‖。

引理 4　设条件(1)-(4)成立 。若 u∈  Kr,

r>0, 则 ‖Aλu‖ ≥ λ
σ
L∫
pT

0
b(s)ds

1 -σ
L m(r)。

引理 5　设条件(1)-(4)成立 。若 u∈  Kr,

r>0, 则 ‖Aλu‖ ≤ λ
B1
M(r)

。

另外还需要下面几个引理 。

引理 6　设条件(1)-(4)成立。取 r0 =1, 则

(1)若 λ>λ01 >0, 有 i(Aλ, Kr
0
, K)=0 。

(2)若 0<λ<λ02 , 有 i(Aλ, Kr
0
, K)=1。

证明 　 (1)由引理 4, 若 λ>λ01 >0, 则有

‖Aλu‖ >‖ u‖ , u∈  Kr0 。由不动点指数定理知

i(Aλ, Kr0 , K)=0。

(2)由引理 5, 若 0<λ<λ02 , 则有 ‖Aλu‖ <

‖u‖ , u∈  Kr0 。再由不动点指数定理知 i(Aλ, Kr0 ,

K)=1。

引理 7　设条件(1)-(4)成立。若 f
0
<∞, 则

存在 0<r<1, 使得对 0<λ<B1 /f
0
, 有

i(Aλ, Kr, K)=1

证明 　由 f
0
<∞, 选取 ε>0, 使 0 <λ<

B1
f
0
+ε
。存在 0 <r<1, 使得对 0 <u≤r, 有 f(u)

< (f
0
+ε)u。则

f(u(t))<(f
0
+ε)u(t), u∈  Kr, 　t∈ [ 0, pT]

利用引理 3, 有

‖Aλu‖ ≤ λ
f
0
+ε
B1
‖u‖ <‖u‖

因此 , 由不动点指数定理知 i(Aλ, Kr, K)=1。

引理 8　设条件 (1)-(4)成立。若 f
∞
<∞,

则存在 r>1, 使得对 0<λ<B1 /f
∞
, 有

i(Aλ, Kr, K)=1

证明 　由 f
∞
<∞, 选取 ε>0, 使 0 <λ<

B1
f
∞
+ε
。存在 R >0 , 使得

f(u)<(f
∞
+ε)u, u≥R 

取 r=max{2,
(1 -σ

L
)R 

σ
L
(1 -σ

l
)
}。则

u(t)≥
σ
L
(1 -σ

l
)

1 -σ
l ‖ u‖ ≥R ,

u∈  Kr, t∈ [ 0 , pT]

从而

f(u(t))<(f
∞
+ε)u(t), 　u∈  Kr, t∈ [ 0, pT]

再由引理 3, 有

‖ Aλu‖ ≤λ
f
∞
+ε
B1
‖ u‖ <‖ u‖

因此由不动点指数定理 , 有 i(Aλ, Kr, K)=1 。

引理 9　设条件(1)-(4)成立。若 f0 >0, 则

存在 0<r<1, 使得对 λ>B2 /f0 >0, 有

i(Aλ, Kr, K)=0

证明　选取 0 <ε<f0和 0 <r<1,使得 λ>

B2
f0 -ε

,且 f(u)>(f0 -ε)u, 0 <u≤r。则

f(u(t))>(f0-ε)u(t), u∈  Kr, t∈ [ 0, pT]

　　根据引理 2, 有

‖Aλu‖ ≥ λ
f0 -ε
B2
‖u‖ >‖u‖

3
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所以 , 由不动点指数定理知 i(Aλ, Kr, K)=0 。

引理 10　设条件 (1)-(4)成立 。若 f∞ >0,

则存在 r>1, 使得对 λ>B2 /f∞ >0, 有

i(Aλ, Kr, K)=0

证明　选取 0 <ε<f∞和 R >0 , 使得 λ>

B2
f∞ -ε

, 且 f(u) >(f∞ -ε)u, u≥ R 。令 r=

max{2,
(1 -σ

L
)R 

σ
L
(1 -σ

l
)
}, 则

u(t)≥
σ
L
(1 -σ

l
)

1 -σ
L ‖u‖ ≥R ,

u∈  Kr, t∈ [ 0, pT]

从而 ,

f(u(t))>(f∞ -ε)u(t), 　u∈  Kr, t∈ [ 0, pT]

利用引理 2, 有

‖Aλu‖ ≥ λ
f∞ -ε
B2
‖u‖ >‖u‖

再由不动点指数定理 , 有 i(Aλ, Kr, K)=0 。

3　两个定理的证明

3.1　定理 1的证明

(1)若 f
0
<∞, 由引理 6之(1)和引理 7, 存

在 r:0<r<r0 =1 , 使得对 λ>λ01 >0, 有 i(Aλ,

Kr0 , K)=0;对 0<λ<
B1

f
0 , 有 i(Aλ, Kr, K)=1 。

则利用不动点指数的可加性 , 当 λ01 <λ<B1 /f
0

时 , 有

i(Aλ, Kr0  Kr, K)=-1

因此 , 算子 Aλ至少存在一个不动点 u∈ Kr0  Kr。再

由引理 1, 此不动点即为方程(1)的正 pT-周期

解 。

若 f
∞
<∞, 由引理 6之(1)和引理 8, 存在 r:

r>r0 =1 , 使得对 λ>λ01 >0 , 有 i(Aλ, Kr0 , K)=

0;对 0<λ<
B1
f
∞ , 有 i(Aλ, Kr, K)=1 。再利用不

动点指数的可加性 , 当 λ01 <λ<
B1
f
∞时 , 有

i(Aλ, Kr  Kr0 , K)=1

因此 , 算子 Aλ至少存在一个不动点 u∈ Kr  Kr0 。

所以由引理 1, 方程(1)至少存在一个正的 pT-周

期解。

(2)与上面(1)的证明类似。若 f0 >0, 则利

用引理 6之(2)和引理 9;若 f∞ >0, 则利用引理 6

之(2)和引理 10。

(3)由 f
∞
<∞, f0 >0 , 根据引理 8和引理 9,

存在 0<r2 <1<r1 , 使得对 0<λ<B1 /f
∞
, 有i(Aλ,

Kr
1
, K)=1;对 λ>B2 /f0 >0, 有 i(Aλ, Kr

2
, K)=

0。则由不动点指数的可加性 , 当
B2
f0
<λ
B1

f
∞时 , 有

i(Aλ, Kr
1
  Kr

2
, K)=1

因此 , 方程(1)至少存在一个正的 pT-周期解 。

(4)由 f∞ >0, f
0
<∞, 根据引理 7和引理

10, 存在 0<r1 <1 <r2 , 使得对 0<λ<B1 /f
0
, 有

i(Aλ, Kr1 , K)=1;对 λ>
B2
f∞
>0 ,有 i(Aλ, Kr2 , K)=

0 。则由不动点指数的可加性 , 当
B2
f∞
<λ<

B1
f
0

时 , 有

i(Aλ, Kr2   Kr1 , K)=-1

所以方程(1)至少存在一个正的 pT-周期解。

3.2　定理 2的证明

(1)首先证明 2个正的 pT-周期解的存在性。

由 f
∞
<∞, f

0
<∞, 根据引理 6之(1)、 引理 7和

引理 8 , 存在 0<r1 <r0 =1<r2 , 使得

i(Aλ, Kr0 , K)=0, λ>λ01 >0 ,

i(Aλ, Kr1 , K)=1, 0 <λ<
B1
f
0 ,

i(Aλ, Kr
2
, K)=1, 0 <λ<

B1
f
∞

利用不动点指数的可加性 , 当 λ01 <λ<

B1
max{f

∞
, f

0
}
时 , 有

i(Aλ, Kr
0
  Kr

1
, K)=-1,

i(Aλ, Kr2   Kr0 , K)=1

从而 , Aλ存在 2个不动点 u1∈ Kr0   Kr1和 u2∈ Kr2  

 Kr0且 r1 <‖u1‖ <r0 <‖u2‖ <r2。所以 , 当 f
∞
<

∞, f
0
<∞时 , 若 λ01 <λ<

B1
max{f

0
, f

∞
}
, 方程(1)

至少存在 2个正的 pT-周期解 。

下面证明正的 pT-周期解的不存在性 。设 ε>

0任意给定。由 f
0
<∞和 f

∞
<∞, 选取 0<r1 <r2 ,

使得当 0 <u≤r1时 , f(u)<(f
0
+ε)u;当 u≥r2时 ,

f(u)<(f
∞
+ε)u。令

c1 >max{f
0
+ε, f

∞
+ε, max

r1≤u≤r2

f(u)
u
}>0

则对所有的 u>0,都有 f(u)<c1u, 即 f(u(t))<

c1u(t),  t∈ [ 0 , pT] 。假设 v(t)是方程(1)的一个

正的 pT-周期解 , 则 v(t)>0, t∈ [ 0 , pT] , 且

Aλv(t)=v(t), t∈ [ 0 , pT] 。由引理 3,对 0 <λ<

B1 /c1 , 有下面的矛盾发生:

‖v‖ =‖Aλv‖ ≤λ
c1
B1
‖ v‖ <‖ v‖

4
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因此 , 当 f
0
<∞, f

∞
<∞时 , 对充分小的 λ>0,

方程(1)没有正的 pT-周期解存在 。

(2)首先证明方程(1)至少存在 2个正的 pT-

周期解 。由 f∞ >0, f0 >0, 根据引理 6之(2)、引

理 9和引理 10 , 存在 0<r1 <r0 =1<r2 , 使得

i(Aλ, Kr0 , K)=1, 0 <λ<λ02 ,

i(Aλ, Kr1 , K)=0, λ>
B2
f0
>0,

i(Aλ, Kr
2
, K)=0, λ>

B2
f∞
>0

由不动点指数的可加性 , 对
B2

min{f0 , f∞}
<λ

<λ02 , 有

i(Aλ, Kr
0
  Kr

1
, K)=1,

i(Aλ, Kr2   Kr0 , K)=-1

因此 , Aλ存在 2个不动点 u1∈ Kr0   Kr1和 u2∈ Kr2  

 Kr0且 r1 <‖u1‖ <r0 <‖u2‖ <r2。从而 , 当 f∞ >

0, f0 >0时 , 若
B2

min{f0 , f∞}
<λ<λ02 , 方程(1)

至少存在 2个正的 pT-周期解。

现在证明方程(1)正的 pT-周期解的不存在

性 。设 0 <ε<min{f0 , f∞}任意给定。选取 0 <r1 <

r2 ,使得当 0 <u≤r1时 , f(u)>(f0 -ε)u;当 u≥

r2时 , f(u)>(f∞ -ε)u。令

0 <c2 <min{f0 -ε, f∞ -ε, minr
1
≤u≤r

2

f(u)
u
}

则对所有的 u>0, 有 f(u)>c2u, 即 f(u(t))>

c2u(t),  t∈ [ 0, pT] 。若 v(t)是方程(1)的一个正

的 pT-周期解 ,则由引理 2,对 λ>B2 /c2 , 有下面

的矛盾发生:

‖v‖ =‖Aλv‖ ≥λ
c2
B2
‖ v‖ >‖ v‖

因此 , 当 f∞ >0, f0 >0时 , 对充分大的 λ>0, 方

程(1)不存在正的 pT-周期解。
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Abstract:Thepositiveperiodicsolutionsarediscussedforthefollowingfunctionaldifferentialequation

u′(t)=a(t)g(u(h1(t)))u(t)-λb(t)f(u(h2(t))),

whereλ>0 isapositiveparameter, a(t), b(t), h1(t)andh2(t)havedifferentperiods.Applyingfixed-point

indextheoryinconestotheequation, theexistence, multiplicityandnonexistenceofpositiveperiodicsolutionsfor

theequationareobtainedbydiscussingtherelationshipbetweentheasymptoticbehaviorsofthequotientf(u)/u(at

zeroandinfinity)andtheintervalsofλ.
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